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SIRURI DE-NUMERE REALE
1. SIRURI MARGINITE

I.1. Definitie. Un sir (a,), se numeste sir marginit daci existd doud numere
a,b €R, a<b,astfel incat a < a, < b, ¥Yn c N.
Daca are loc numai egalitatea a < a,, Vn € N, sirul se numeste marginit
inferior, iar dacé are loc numai inegalitatea a, < b, ¥n € N girul se numeste
marginit superior.

1.2. Propozitie. Un sir (a,), este mirginit daci si numai dacd existd un numér
real M > 0, astfel incat |a,| < M, Vn € N.

1. Sa se arate cd urmatoarele giruri sunt marginite:

) 2n+3 b) n
a) xp = —; B =
" 3n +8’ "op241’

1 1 1

=t b > 2);

IS R P e R

11 1 11 1
Dh=ptpt o tm  da-grat +op

il 1 1
B dp=—+-3——++ :
) dn ErEye T 124224+ 4 n2’

1 1 1 1

g) an = + et o—; h)ap = ==+ +

n+1 2n’ n24+1 vrZ+n

2. i) Utilizand inegalitatea lui Bernoulli: (1+xz)" >1+nz (z €R, z > —1,
n € N*), sa se arate cd sirul de termen general a,, = {/n este marginit.
ii) Utilizand inegalitatea lui Bernoulli: si se arate c
1 t
(I+H)n <1+ —, (teR, t>—-1;neN*).
n
iii) Cu ajutorul inegalitdtii de mai sus, sd se arate ci sirul de termen
general b, = n({/a—1), (a > 1) este marginit.
3. Sa se arate ca 0 < lgn < n si sd se deducd apol marginirea sirului de
termen general a, = {¥/lgn.

4. i) S& se demonstreze prin inductie matematica dupa k inegalitatea

k 2
1 k k
(1+—> <l4+—4+ = Vk,neN k<n.
n n o n
1 n
ii) Se considerd sirul (e,), de termen general e, = {1+ =] . Sa se
n

demonstreze ca sgirul este marginit, stabilind inegalitatea

1 n
2§<1+—> < 3] ¥ n e N*,
n




P . ) . , "n+1) ‘n+1\"
5. 1)-5a se stabileased inegalitatea (/q I <nl< k i_ > (cu partea a
S

doua valabild pentru n > 2).

ii) Sa se stabileascd prin metoda inductiei matematice inegalitatea

ny\n T
— | -
(3> S <2>

(cu partea a doua valabild pentru n > 6).

iii) Utilizand inegalitatea de la punctul ii), si se arate ca urmaétoarele
siruri sunt marginite:

9 . pl n 2 Vnl
(a) an = nnn; (8) anz—gnn_n,; (V) an = "Vnl; (9) anzg-

6. Sa se stabileasca inegalitatea CE > C2, pentru 2 < k < n — 2 i sa se
deducs marginirea sirului (a,), de termen general

ST R g
c, G G Gy Cr

Qnp,

1 1
7. i) S& se arate ca girul (E,), de termen general E, =1+ T + 51 +oot
este marginit.
1 n
ii) Notand, ca gi mai inainte, e, = (1 + —) , 88 se arate ca e, < E, si
n

sa se deduci si pe aceastd cale marginirea sirului (en ).

1 1
8 i)Fie S, =1+ — + ---+ —. Fara a utiliza metoda inductiei mate-

matice, sa se stabileasca inegalitatile:

(@) 2(VE+1-Vk) <%<2<\/E_\/k—’1>;

(8) 2(Vn+1-1)< S, <2yn.

ii) S& se arate cd girul (an)n, de termen general a, = Sp — 2\/n este
marginit.
. 1-3:5-...-(2n—1) _ : )
9. i) Notand 2, = 5 1 G o8 ), sa se demonstreze inegalitatea
. - . “'n

1 1
L T
N Van+1

directe, in afard de inductia matematica.)

(Se recomanda gi cautarea unei demonstratii

. o v v s . . Cn
ii) S& se deducd méirginirea girului (an), de termen general an, = __42:1 V.

10. Si se arate cd urmaétoarele siruri sunt marginite:
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1.3.

1.4.

1.5.

1.6.

1.7.

L.8.

11.

12.

13.

14.

2. SIRURI NEMARGINITE

Definitie. Un sir (a,), care nu satisface definitia I.1. se numeste sir nemar-
ginit. Un sgir (a,)n care nu este mérginit inferior (superior) se numeste sir
nemdrginit inferior (respectiv superior).

Propozitie. a) Un sir (a,), este nemirginit dac si numai daci pentru orice
numere a,b € R (a < b) existd n € N, astfel incéit a, < a sau a, > b.
b) Un sir (a,)n este nemarginit daci si numai daci pentru orice M > 0 existi
n € N, astfel incét |a,| > M.

Axioma marginirii superioare (a lui Cantor). Orice multime nevidi de
numere reale, majorata, admite margine superioar.

Propozitie. (Proprietatea lui Arhimede). Pentru orice numere a, b € R,
a > 0 existd n € N*, astfel incit na > b.

Consecintid. (Enunt echivalent cu propozitia 1.6) Pentru orice numér
z € R existd n € Z unic, astfel incdt n <z <n+ 1.

Definitie. Unicul numér n € Z, din consecinta precedent se numeste partea
intreaga a numarului real z si se noteazd n = [z]. Deci [z] = max{k € Z|k <
z}. Diferenta = — [z] se numeste partea fractionard a numirului z si se
noteazd {z}. Deci {z} =z — [z].

Sa se arate ca urmatoarele giruri sunt neméarginite:

3
a) ap =n*+3n+2; b)a,= 2n+1; ¢) an = Vn?+3n+2;
n
d) a, = nl; e) ap = a""r' (a>1); gy = n? (B8>0);
- T
g) an = i sl h)é,= n:_j (@>1;8>1); i) anp = CL,;

T mn
j) an =logy 3 +logz 4 + ...+ log,(n + 1).

Utilizand inegalitatea din problema 9, si se arate ca girul de termen
1 2-4.6-...-2n

Q% 1-35..-(2n-1)

general a, = este nemarginit.

Utilizand inegalitatea din problema 5, punctul b), si se arate ci urma-
toarele siruri sunt nemarginite:
3"(n+1)! pntl o
a) Un:T, b) L’n:m; C) Wy =

nl.

i) Utilizand partea stangé a inegalitatii lui Cauchy generalizate, de ex-
ponent subunitar:
s (b —a) < b —a® <sa*Hb—a) (0<a<bsec(0,1)),

11



sa se stabileasca inegalitatea n (m—1) > ¥n(n—1).
ii) S& se arate ca girul (a,), de termen general a, = n’ (\”/ﬁ‘ 1) este
nemarginit.
_ _ . 1 1 1 . _
15. Fie, pentru orice n € N*, H,, = 1 + 5 3 + .-+ + — (numarul armonic
2 n
de ordinul n).
il
i) S4 se arate ca, pentru orice p € N*, p > 2 avem: ——+---+-— > .
) D peN,p= p— T
k
ii) Sa se demonstreze inegalitatea Hyx > 1 + 5 (2 <keN).
iii) S& se arate c& sirul (Hy), este nemarginit.
16. a) Sa se arate ca sirul a, = (—1)" - n este nemarginit.

1.9.

1.10.

S
S3 se arate ca sirul a, = q¢" (¢ < —1) este nemarginit.
S

& se arate ci, daci (a,,)n este un sir nemarginit, atunci sirul
b, = (—=1)" - a, este, de asemenea, nemarginit.

d) Si se arate, printr-un contraexemplu, ca daca sirul (an), este nemar-
ginit, nu rezultd neapirat ca girul (a%"), este, de asemenea, nemarginit.

3. SIRURI MONOTONE

Definitie. Un sir (a,), se numeste:
i) sir strict crescitor daci a, < any1, Vn € N;
ii) sir crescator daca a, < anyy, YN €N;
iii) gir strict descrescitor daca an > apy1, Y1 € N;
iv) sir descrescator dacé a, > apy1, V1 € N

Un sir care este strict crescator sau care este strict descrescitor se numeste
gir strict monoton.

Un sir care este crescitor sau care este descrescator se numeste gir monoton.
Observatii

a) Pentru studiul monotoniei unui gir (a,), se are in vedere abordarea unuia
dintre urméatoarele cinci demersuri:

1) Calculul diferentei a doi termeni consecutivi. Se aduce la o forma
cat mai convenabild diferenta a doi termeni consecufivi oarecare g,411 — Op
SAU @y — Gna1, i se stabileste semnul si, daca acest semn este constant, atunci
se decide in functie de acesta, sensul relatiei de ordine dintre cei doi termeni
consecutivi si deci sensul monotoniei sirului. (Aceasta este metoda cea mai
des folosita.)

2) Calculul raportului a doi termeni consecutivi. In cazul in care
toti termenii sirului sunt strict pozitivi, studiul monotoniel se poate face si
aducand la o form# cAt mai convenabild raportul a doi termeni consecutivi

a 1 a ) A o N
"l cou —" &i comparandu-l cu 1. Dupd cum raportul este subunitar sau
p

Qn Gn+41
supraunitar, se decide relatia de ordine dintre cei doi termeni consecutivi gi
deci sensul monotoniei girului.

12



3) Prelucrarea algebrici a uneia dintre relatiile de marime. Se scrie
una dintre relatiile a, < @n41 8a1 an41 < ay si se prelucreazd utilizand regulile
algebrice uzuale, pané cand se aduce inegalitatea la o form& echivalentd despre
care se poate decide dacd este adevaratd sau falsa. In functie de aceasta, se
decide monotonia sgirului.

4) Metoda inductiei matematice. (in special pentru sgirurile definite
recurent.) Se considerd una dintre inegalititile a, < any1 sau apy1 < ap
(sugerata in majoritatea cazurilor de relatia dintre a; si as) si se incearci
stabilirea acestei inegalititi prin inductie.

5) Utilizarea anumitor inegalititi remarcabile.

b) Daca un sir (a,)n este crescitor, atunci a; <as <az<---<an, < ---, deci
sirul este marginit inferior (nestrict) de a;.

Daca un sir (a,), este descrescitor, atunci a; >as>a3>--->ap, > ---, deci
sirul este marginit superior (nestrict) de ay.

¢) Daci existd un numdr ¢ € R astfel ca a, = ¢, V n € N, girul se numeste sir
constant.

an +b

n+d
cuc,d>0g4ifie § =ad— bc. Sa se arate ci:

17. Fie un sir (x,), de termen general z, = (numit sir omografic),

>0 = sirul (z,)peste strict crescator;
0¢ =0 = sirul (z,),este sir constant;
<0 = girul (z,), este strict descrescitor.

18. a) i) S& se arate ca sirul (a,), de termen general
1 1 . 1 1 L . 1 1
o o— - — - N —
" 2 3 4 2n—1 2n
este strict crescator.
ii) Aceeasi problema pentru sirul (b,), de termen general
b, — e
" n+1 + n+2 L 2n
iii) Sa se arate cd a, = by, Vn € N* (Identitatea lui E. Catalan).
b) S& se arate ca sirul (a,), de termen general a,, = v/n + 1 — \/n este
strict descrescétor.

at—1

T

c) Fie a > 1. Sa se arate ca sirul (z,), de termen general x, =

este strict crescator.
1 AN
d) Sa se arate ca sirul (ay, ), de termen general a,,=n <1—|— 3 +...+ —)
n

este strict crescator.

19. Sa se stabileasca monotonia girurilor:
135 (2n—1)

i, = :
2 2.4-6-... 2n
2:2.4.4-...-2n-2n 1 1
b) W, = _ _
) 1.3:3.5....-2n—1)-(2n+1) Q2 2n+1

13



. =y 1
20. Fiesirurile/a, =4S, - 2yn sl by = Sy —2vVn+1,cu Sp =1+ ﬁ +

1 1 .
+—+4...+—. In baza inegalitatilor din problema 8, s se stabileasca

monotonia sirurilor (ay)n si (bn)n.

1 n 1 n+1
21. (Monotonia sirurilor (e,)n, €= (1-1———) si (fo)ns fn= (1+E> D)
n

a) Utilizand inegalitatea mediilor aplicata numerelor:
1
a1:a2:...:an:1+5, (nt1 = 1,

sa se arate ci sirul (e, ), este strict crescator.

b) Utilizand inegalitatea mediilor aplicata numerelor
1

n+1’
si se arate ci sirul (f,,), este strict descrescator.

a1 =ag = ... =0py1 =1 — Gngo = 1,

1 nt1 1 n
22. (Monotonia girurilor f, = (1 + E) S gn = (1 — ﬁ) ; (n>1).)

a) Utilizdnd inegalitatea mediilor aplicatd numerelor:
a1=a2=...=an:1—ﬁ, an+1:1,
s3 se arate ci sirul (gn)n este strict crescator.
o1 . y .o y
b) S& se arate cd — = fr_1 si s se regdseasca si pe aceasta cale faptul
n
ci sirul (f,)n este strict descrescator.

23. (Varianti a stabilirii monotoniei sirurilor (en)n §i (fu)n bazata
pe inegalitatea lui Bernoulli)

n 1 " 2 . .
a) Sa se arate cd 66:1- = [1 “ Tt 1)2} - Zil Aplicand apoi

€nt1 n3 + 3n2+3n+2
en  n34+3n2+3n+1

inegalitatea lui Bernoulli, sa se arate ca:

si s se deduca, din nou, monotonia sirului (en)n;
o I: n-+1 n+1
— |1+ .
Jna1 n(n + 2) n+2
fn nd +4n? +4n+1
St nd +4n2 +4n

si s se deducd, din nou, monotonia sirului (fy)n.

b) Sa se arate ca Aplicand apoi

>1

inegalitatea lui Bernoulli, sa se arate ca:

14



1 n+ao
Observatie. Considerand sirul (z, (o)), z.(a) = <1 + —) , se poate
n
arata, prin procedee de calcul diferential (problema 653), ca sirul este

strict descrescator dacd $i numai dacd o > 3 Daca o < 5 sirul este

strict crescator cu inepere de la n >

— 20

24. Sa se arate ca sirul de termen general a,, = log, (n+1), n > 2, este strict
descrescator.

25. a) Fie a, = {/n (n > 3). Si se arate ca sirul este strict descrescitor;
b) Sa se determine monotonia sirurilor: b, = ¥Yn+1, (n > 2),

= "Vn, d, = "/nl

. 2l 3"n!
26. 54 se arate cd girurile a, = sib, = — sunt strict monotone.
n
27.* Sa se demonstreze ca girul x,, = —— este strict descrescator.
n

28.* Sa se demonstreze cé'

a) Sirul a, = (n > 2) este strict descrescétor.
2
() v"')
n

4. SIRURI NEMONOTONE

b) Sirul a,, = (n > 2) este strict crescator.

I.11. Definitie. Un sir (a,), care nu este monoton se numeste nemonoton.

1.12. Observatie. Pentru a stabili cd un gir este nemonoton se arati cd nici una
dintre inegalitatile din definitia 1.9 nu este valabils pentru orice n € N.

29. Sa se arate ca urmatoarele giruri sunt nemonotone:
a) a, = (-1)" b) a, = cos n2_7r; b, = sin 71,2_7r; c) an = tg(2n + 1)%
Observatie: Au loc relatiile: cosnm = (—1)" i sin (g + mr) = (—1)".
30. Sa se arate ca sirul a, = (—1)"n este nemonoton.
Exercitii cu caracter teoretic

31. a) Sa se dea un exemplu de gir marginit, nemonoton. b) Sa se dea un
exemplu de sir nemarginit, monoton.



32.

1.13.

I.14.

1.15.

1.16.

1.17.

1.18.

Fie functia bijectiva |f : N+ Z-definita de diagrama:
12 3 4 5 6 7 3 9 10
354[}1%—5%131—1%

sau, echivalent: n
- pentru n par
f(n) = (n2— 1) .
E— pentru n  impar

Notand f(n) = a, Vn € N, cum este girul (a,), din punct de vedere
al marginirii §i monotoniei?

5. STABILIREA CONVERGENTEI SIRURILOR
CU AJUTORUL TEOREMEI CU ¢

Definitie (a convergentei girurilor cu ajutorul vecinititilor). Un gir
(an)n se numeste gir convergent dacé existd un numdr o € R, astfel incat,
pentru orice vecindtate V a lui a si existe un rang depinzand de V, notat
N(V), astfel incdt a, €V, Vn > N(V).

Schema simplificata:

PecR alVVeVia)=3I)N(V)eN
(an)n convergent < (Ha ;;an eV, (Vagl > Jgf()V)( ) 1)

Propozitie. (Proprietatea de separare a lui Hausdorff).
Pentru oricare a,b € R, a # b, existd doua vecinatati U si V ale lui a, respectiv
b, astfel ca U NV = 0.2

Propozitie.(Unicitatea limitei). Daci un sir (an ), este convergent, numéa-
rul a din definitia I.13 este unic.

Definitie (a limitei). Unicul numir ¢ € R din definitia 1.13 se numeste

limita sirului (a,)n si se scrie: ¢ = lim a, sau a, —— a.

Teorem3®) (de convergentd cu €). Un sir (an), este convergent dacd si
numai dacd existd un numir a € R, astfel incét, pentru orice € > 0, s existe
un rang depinzand de ¢, notat N(e), astfel incat |a, — a| < €, pentru orice
n > N{e).

Schema simplificata:

(FaeR, aiVvVe>0=(T)N()eN

(an)n convergent <= alla, —a|<e, ¥Yn>=Nl) [

Observatie. Cu exceptia studiului cu caracter teoretic al unor siruri, cum ar
fi cele din observatia 1.22, pentru stabilirea limitei se lucreazd cu teorema cu
e, nu cu definitia cu vecinititi, deoarece teorema se preteaza la calcule.

1)
2)

S-a notat cu V (a) mulfimea vecinatatilor Iui a.
{ntr-un context mai general (in unele spatii topologice) o astfel de proprietate, nede-

curgand din definitia spatiului topologic, este luatd drept axioma (numitd axioma de se-
parare a lui Hausdorff) si conduce la clasa spatiilor topologice separate.

3)

fn unele expuneri aceasts teoremi este datd drept definitie. Atunci definitia 1.13,

devine teorema.
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I.19. /Teorema-(Teorema de méirginire a sirurilor convergente). Orice sir
convergent este marginit.

33. Utilizand teorema de convergenta cu &, sa se arate ca:

e 1 .on—1 . 2n4+3 2

a) lim — =0 b) fim ——=1; ¢ Im -~ =
. an+b a ) 1 _ 1

O o= (70 e lim 2o =0(a>0); f) lim -2 =0,{g>1).

g) Orice sir constant este convergent si limita este constanta insisi.

1.20. Observatie (premergitoare criteriului majoririi). Atunci cand se lu-
creazd cu teorema de convergenta cu €, la rezolvarea unor inecuatii de forma
lan, — a| < €, nu se cere prima valoare n de la care incepe si fie satisficuti
inegalitatea, ci una dintre valorile de acest fel. Dacé expresia |a, — a| este
complicaté (si deci rezolvarea inecuatiei este dificili), dar se poate obtine o
inegalitate de forma: |a, — a| < b,, unde b, este o expresie mai usor de
manevrat, atunci este suficient s se géseasca o valoare n de la care incepe s
fie satisfacutd inecuatia b, < €, pentru c8 imediat va decurge si |an, — a| < e.

. (Exercitii premergitoare criteriului majorarii)

Utilizand teorema de convergenta cu ¢ i observatia .20, s& se arate ca:

n
<l 11 :{]; A -0
3) nlll}I;{c n -4 27 b) nh—>Holo A 0;
o) lim n?+3n+1 1 4) fim n+3n+1 1
: —_—— im ——————— = _,
n—+oc 2:1" +5n4+3 2 n—soc 2n3 +5m+3 2

6. SIRURI DIVERGENTE

I.21. Definitie (a divergentei sirurilor). Un sir (a,), care nu este convergent
se numesgte sir divergent. Calitatea unui gir de a fi convergent sau divergent
se numegte natura sirului.

1.22. Observatie. Daca un gir este divergent, pot apirea urmaitoarele situatii:
i) sirul este divergent dar marginit; ex. : a, = (—1)";
ii) sirul este divergent i nemirginit:
— superior; exemplu: a, = n;
— inferior; exemplu: a, = —n;
— atat superior cat si inferior; exemplu: a, = (—1)"n.

35. a) Sa se demonstreze cu ajutorul definitiei I.13 (cu vecindtati) ca sirurile
din observatia 1.22 sunt divergente.

v Lo T )
b) Sa se demonstreze ca sirul a, = tg(2n + 1)1 este divergent.
36. Sa se demonstreze ca sirul a,, = sinn este divergent.

37. In ce caz sirul z, = a" (a € R, dat) este divergent?
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