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2" . nl n' n2r i/ nl
(o) an: --j:. (B) a,: r, -: 

(l) an: "{ n!: (d) an: 
n

6. SA se stabileascl inegalitatea Cf > C2r, pentru 2 < k { n- 2 qi s5, se

deducd m5rginirea qirului (a,r), de termen general

o-:L+1+a*1+ +*'-cg cl c; cl c;

7. i) SA se arate ci qirul (E^) de termen gencral En : 7* i * *. * ,i.
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ii) Notand. ca qi mai inainte. ", : (,.;) . sa se arate ca en l En 1i

s5 se deducS, qi pe aceast6 cale m5rginirea girului ("")".

8. i) Fie Sn : 7 + ++ .. . + {. ferX a utiliza metoda inducliei mate-
\/2 \/n

matice, sd se stabileascd inegalitS!i1e:

fr) . h., (tE - tr, - t),(*) 2 ( k+7-

U3) 2 ('/" +1- 1) < S. < 2yG

ii) SX se arate cX girul (on)n, de termen gencral an : Sn - 2y6 este

m5rginit.

g. i) Notand o, : I' 3' 5 "'' (2n - 1), 
sh se demo,streze inegalitatea

2. 4.6. .. .'2n

-L a o, < +. (Se reconranda gi cautalea unei demonstralii
2t/n - " y'2n 1- L

directe, in afari de induclia matematicS,.)

ii) SE se deduc5 mdrginirea girului (orr), de termen general o*: ?ld.
1-0. SX se arate cX urm5toarele giruri sunt mS,rginite
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iii)SiEau;ne
bl Sn s amse €i
ffiLt fuucirn
c[Fmr]L Si:
cmmh detr 0

dfiSrmcii
cm srfur (lEfiEa

Il.. S[cmrfuri I
1-3-3-

atQ.::
tftfrm'*:m

{

si se stabileasc5 inegalitatea,,l I r - - i', -' 11.

ii) SX se arate cd girul (ar,), de tertlrfll rcl-tl'tr] ,t,, : 172 (W- 1) este

nemXrginit.

15. tr'ie, pentru orice n € N*, .4, : 1 -:- 1 - 1 + " + 1 1rr-5rr1 armonicl;ln
de ordinul n).

111
i) S[se aratecS, pentruoricep e N*, p ) 2 avem: 

e+ 1+"'* rO, ,.
k

ii) S5, se demonstreze inegaiitatea H2t > 1+ ,. tZ S k e N).

iii) S5 se arate c5, girul (H"). este nemS,rginit.

16. a) S5, se arate cX girul a'n: (-l)" ' n cste nem5rginit.

b) SX se arate cX qirul a', : q" (q < -1) este nemirginit.

c) Si se arate c5., dac5 (arr)r, este un qir nem5rginit, atunci girul
bn: (-l)" . o, este, de asemenea, nemSrginit.

d) SX se arate, printr-un contraexemplu, c[ dac5 qirul (ar,), este nemS'r-

ginit, nu rezultS neapSrat c5 girul ("T)" este, de asemenea) nemS,rginit.

3. $rRURr MONOTONE

I.9. Definilie. Un qir (a,), se mrmeqte:

i) qir strict crescXtor dacS a, { an+1, Vn e N;

ii) qir cresc5tor dac5 an I an.r1, Vn € N;

iii) qir strict descrescStor daci an ) ar,11, Vn e N;

iv) qir descrescXtor dac5 Q,nZ an+7t V n e N'

Un qir care este strict crescdtor sau care este strict descresc5tor se numeqte
qir strict monoton.
Un qir care este crescbtor sau care este descrescXtor se numegte qir monoton.

I.10. Observalii
a) Pentru studiul monotoniei unui gir (ar), se are in vedere abordarea unuia
dintre urmStoarele cinci demersuri:

1) Calculul diferenlei a doi termeni consecutivi. Se aduce Ia o formS

cat mai convenabilS diferenta a doi termeni consecutivi oarecare o,nl r - an

sau on -a,nlrt i se stabilegtesemnul gi, dacS acest semn este constant, atunci
se declde iri funclie de acesta, sensul relaliei de ordine dintre cei doi termeni
consecutivi qi deii sensul monotoniei qirului. (Aceasta este metoda cea mai

des folositX.)

2) Calculul raportului a doi termeni consecutivi. in cazul in care

toli termen,ii Eirului sunt stri,ct pozi,tiui, studiui monotoniei se poate face. qi

aduc6,nd la o iorrni cAt mai convenabil5 raportul a doi termeni consecutivi
o'*' .u, o' 

ui cornparAndu-l cu 1. Dupd cum raportul este subunitar sau
a,n antl

supraunitar, se decide
deci sensul monotoniei

relalia de ordine dintre cei doi termeni consecutivi qi
qirului.
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1

20. Fie qirurile an: Sn-2.vtr qi b,, : ' l\ ,/ - 1. cu ,S, : 1* +

+a +. . . + + in baza inegalitalilol dln problema B, sX se stabileascS,
t/s 1/n

monotonia qirurilor (a,)" qi (b")".

21-. (Monotonia sirurilor ("n)n,r,: (+*)" ut (f*)*', t": (**)
nl7

)

a) UtilizAnd inegalitatea

al: 02:

mediilor aplicatI numerelor
1

.: an: 1-l- l, anll:7,
n

s5 se arate cX qirul (er,), este strict cresc5,tor.

b) Utilizand inegalitatea mediilor aplicatX numerelor
1

A1 : A2 : "' -- An-I : 1 - n + 1' 
An 12 : I'

sX se arate c5, girul (/,), este strict descrescXtor.

22. (Monotonia girurilor /,:

a) Utiliz6nd inegalitatea mediilor aplicat5 numerelor:
1

&l: A2: .. ' : An:7 - -t An*l:7,

s5, se arate cd qirul (gr), este strict crescS,tor.

b) Sd se arate cE, ! : f*-.rgi sX se reg5seascd. gi pe aceast5 cale faptul
9n

cX qirul (f,.)n este strict descresc5tor.

23. (Variant5 a stabilirii monotoniei qirurilor (en)n ai (f")" bazatd
pe inegalitatea lui Bernoulli)

a) Si se arate c5.
11_' 1r+1;2

(" > 1).)

Aplic5,nd apoi

(
n*l

11--
n

11+-
n

74

) i 9,n:

TL

( )"'

€.n17 _
en

nl2
n*7

inegalitatea lui Bernoulli, sX se arate cX
entT - n3 + 3n2 +3n*2 - .,

^ 
' #Ti,2 +Jn+L' '

qi s5, se deducS, din nou, monotonia girului ("n)n;

b) SA sc arale ca !' : [, - ---L - 
'l'-' 

' 

= 
Aplicdnd apoiul Ju 11\ " 

f n- t - 
t' n\n + 2) ) rt 12' 

-'r---

inegalitatea lui Bernoulli. sa se arate ca: + , ''t=!r1:lJ1'r*' ,,
In+r' n3+4n2+4n

qi s5 se deduc5,, din nou, monotonia qirului (f")".

T

Observagie.

:'.-
:

:

25. a) Fie a, : {ln lii

b) Sa se determine
cn: ^=i/i. dn :

b) $irul o,, : L

4

I.11. Definilie. Un qir

I 11. Observalie. : -

t - -'r.--

i

'', lr,Ir ll s'
- '-'i - ' ' --

24. Se se arate ca;lrr:1
descrescitor-
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Not6,nd f (n): o* Vn e N, cum este qirul (a,r),, din punct de vedere

al mdrginirii gi monotoniei?

5. STABILIREA CONVERGENTEI SIRURILOR
CU AJUTORUL TEOREMEI CU C

I.18. Definilie (a convergenlei qirurilor cu ajutorul vecin[t5{ilor). Un qir
(or), se numeqte qir convergent dac5 existi un num5r o € IR, astfel incAt,
pentru orice vecinState V a lui a s5 existe un rang depinzand de v, notat
lf(Y), astfel inc6,t an €V, V n > N(V).
Schema simplificatX:

32. Fie funclia bijectiv5 / : N -+ Z definita cle ci,agranLa:

72 3 4 5 6 ; S 9 10

J+ J + J Y V J0112-23-31-11
sau, echivalent:

I.L4.

I.15.

I.16.

T.L7.

f (n):

(ar), convergent ()

Propozilie. (Proprietatea de separare a lui Hausdorff)-
Pentru oricare a, b e JR, a f b, exist[, doud vecin[t5li t/ qi 7 ale lui o, respectiv

b, astfel caU oV:0.2)
Propozilie.(Unicitatea limitei). DacX un qir (4,), este convergent, numS-
rul a din definitia I.13 este unic.

Definilie (a limitei). Unicul num5,r o € R din definilia I'13 se numegte
limita qirului (o"), qi se scrie: o:,1!5&n sau on 1 o.

TeoremS3) (de convergenlH cu e). Un qir (o,), este convergent dac5 gi

numai dacfi existi un numflr o e IR, astfel inc6,t, pentru orice s ) 0, sX existe
un rang depinzAnd de e, notat N(e), astfel inc6,t la, - o,l < e, pentru orice

n > N(e).
Schema simplificat5:

(rzr), convergent

( : pentru,, parl21 (n-1)
l. -- Pentru n itnPar

observalie. cu exceplia studiului cu caracter teoretic ai unor qiruri, cum ar
fl cele din observalia I.22, pentru stabilirea limitei se lucreazd cu teorema cu
€, nu cu deflnilia Cu vecin[t5,1i, deoarece teorema se preteazd la calcuie.

I.18

1) S-a notat clrtV (a) mullimea vecin5tXlilor lui a.
2) intr-un context mai general (in unele spalii topologice) o astfel de proprietate, nede-

curgAnd din definilia spaliului topologic, este luatS drept axiomX (numitX axioma de se-

parare a lui Hausdorff) qi conduce la clasa spatiilor topologice separate.
3) in unele expuneri aceastd teoremd este datd drept definilie. Atunci definitia I.13,

devine teoremS.

16

a.i.V r,/ e Y(a)+(l)l/(Iz)e N
a.i.an e V, Y n > N(Y)

(t)a e R

(!)o € IR, a.r.Ve > 0-+ (l)N(.) c N
a.i.nr-ol <F.Vn>1V(:)
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